
 

 

FNA 法基本原理解析 

筑信达 吴文博 

 

FNA 法（Fast Nonlinear Analysis Method）也被称为非线性模态时程分析法，是由 Wilson 教授首次提出，并在 CSI 软件中

得到深入的应用。此方法极其高效，特别是对于结构系统主要由弹性构件构成，并且仅具有少量非线性连接单元的情况，如

图 1 是一些典型的应用场景。但是，由于 FNA 法较少在教科书中出现，而且需要使用荷载相关的 Ritz 向量模态来减少非线性

方程的数量并保证足够的精度，这些并不为用户们所熟知。本文将阐释相关的知识，帮助用户较深入地了解 FNA 法，从而正

确地使用 FNA 法获得合理的计算结果。 

 

图 1 适用于 FNA 法的典型范例（从左至右：减震装置、基底隔震、相邻框架的间隙单元） 

1. FNA 法的表达 

具有预定义非线性连接/支座单元的线弹性结构，承受任意荷载的动力平衡方程如下： 

𝑀�̈�(𝑡) + 𝐶�̇�(𝑡)+𝐾𝐿𝑢(𝑡) + 𝑟𝑁(𝑡) = 𝑟(𝑡)                               (1) 

其中 

𝐾𝐿——线弹性结构的刚度矩阵 

𝑟𝑁(𝑡)——非线性连接单元的恢复力 

𝑟(𝑡)——外荷载 

为分析需要，对每一个连接单元非线性自由度，设置一个线性有效刚度(𝐾𝑒)。仅从分析角度看，有效刚度可以为任意值，

可以设置为 0，由于非线性单元恢复力右移，可能造成左侧剩余的计算模型不稳定，如隔震结构，所以需要对有效刚度设置一

个合理值。 

方程(1)可改写为： 

𝑀�̈�(𝑡) + 𝐶�̇�(𝑡)+(𝐾𝐿 +𝐾𝑒)𝑢(𝑡) = 𝑟(𝑡) − (𝑟𝑁(𝑡) − 𝐾𝑒𝑢(𝑡))                     (2) 

令： 

𝐾 = 𝐾𝐿 + 𝐾𝑒 

�̅�𝑁(𝑡) = 𝑟𝑁(𝑡) − 𝐾𝑒𝑢(𝑡) 

方程(2)即为： 

𝑀�̈�(𝑡) + 𝐶�̇�(𝑡) + 𝐾𝑢(𝑡) = 𝑟(𝑡) − �̅�𝑁(𝑡)                                (3) 

由于方程(3)左侧均为线性，因此可将方程变换到模态坐标下： 

𝑢(𝑡) = ΦY(t)                                               (4) 

将式(4)带入式(3)中，有： 

𝑀Φ�̈�(t) + 𝐶Φ�̇�(𝑡) + 𝐾Φ𝑌(𝑡) = 𝑟(𝑡) − �̅�𝑁(𝑡)                               (5) 

将方程(5)的左右两边分别乘以Φ𝑇有： 

Φ𝑇𝑀Φ�̈�(t) + Φ𝑇𝐶Φ�̇�(𝑡) + Φ𝑇𝐾Φ𝑌(𝑡) = Φ𝑇𝑟(𝑡) − Φ𝑇�̅�𝑁(𝑡)                       (6) 

 



 

 

对于 SPA2000 和 ETABS 软件，模态向量会进行质量归一化，因此： 

Φ𝑇𝑀Φ = I 

Ω2 = Φ𝑇𝐾Φ = (
𝜔1
2 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 𝜔𝑛

2
) 

Λ = Φ𝑇𝐶Φ = (
2𝜉1𝜔1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 2𝜉𝑛𝜔𝑛

) 

其中 I 为单位矩阵。 

令： 

F(t) = Φ𝑇𝑟(𝑡) − Φ𝑇 �̅�𝑁(𝑡)                                       (7) 

方程 6 即可简化为： 

�̈�(𝑡) + Λ�̇�(𝑡) + Ω2𝑌(𝑡) = 𝐹(𝑡)                                       (8) 

将方程(8)展开后，一个典型的模态方程为： 

�̈�(𝑡)𝑛 + 2𝜉𝑛𝜔𝑛�̇�(𝑡)𝑛 + 𝜔𝑛
2𝑦(𝑡)𝑛 = 𝑓(𝑡)𝑛                                   (9) 

式中 f(t)是模态荷载，并且对于非线性单元而言，它是在同一时间点上的所有其它模态反应的函数，需迭代后方可确

定。 

由方程(9)可以看出，非线性方程的数量与模态的数量相关，那么使用尽量少的模态数量，得到足够精度的分析结果，

将成为 FNA 法的关键。 

这里需要注意的是，如果分析中包含了所有的模态，式(7)也将是精确的，如果分析中仅包含了部分模态的话，式(7)将

不一定能代表真实非线性力。 

现以一个五层剪切框架说明此问题（此例与相关结果引自参考文献[1]），此框架与框架模态形状如图 2 所示，图中

m=45000kg，k=5482kN/m。 

 

图 2 五层剪切框架与其模态形状 

观察式(7)，如果外荷载 r(t)为地震作用，地震力的分布与质量分布相同，其模态展开（展开方法可参考文献 1 第 13 章内

容）如图 3 所示。由图 3 可以看出，低阶模态的贡献最大，随着模态阶数的增高，模态的贡献逐渐减小。我们通过查看每个

模态展开下的基底剪力与总剪力的比值（模态质量参与系数），即可判断分析中是否包含了足够多的模态。一般情况下，分析

中需要满足质量参与系数达到 90%以上的要求，本例中只需要 2~3 个模态就可以获得很好的分析精度。 

 

图 3 地震作用的模态展开 

 



 

 

但是对于非线性连接单元力�̅�𝑁(𝑡)，并不是这样的，非线性连接单元力�̅�𝑁(𝑡)是一对的等值反向内力，如图 4 所示。 

  

 

图 4 非线性连接单元内力 

如果在顶层处设置有图 4 所示的阻尼器，且仅考虑水平力引起的动力效应，那么非线性力的模态展开如图 5 所示： 

 

图 5 非线性力的模态展开 

     

图 6 不同模态阶数下的模态力 

从图 5 中可以看出，低阶模态对非线性力的贡献非常小，反而高阶模态贡献非常大。就本例而言，如图 6 所示，即便使

用前 4 阶模态，仍然不能得到满意的结果，需要取全部 5 个模态才能有足够的精度。由上可以看出，进行 FNA 分析时，为了

准确地描述非线性力，需要较多高阶模态，如果采用特征值模态需要超高的模态数量，甚至需要全部模态，这将导致分析速

度缓慢。那么 FNA 法的使用将面临两个问题：第一，是否有更好的办法可以减少模态数量且获得足够的精度？第二，如何判

断模态数量是否足够？  

针对第一个问题， RITZ 向量模态将是一个更佳的选择。由于特征值向量模态与荷载完全无关，只与质量和刚度有关，

因此会求解出大量与荷载无关的模态，这些模态对分析结果没有任何帮助，却增加了方程数量，降低了分析速度。例如，计

算水平地震作用时，竖向模态对外荷载的贡献就可能为 0。此外，特征值分析中还可能存在大量无法被荷载激发的局部振型，

如图 7 所示，该模型需要计算 150 个特征值模态才可以达到质量参与系数 90%，我们检查时发现，模型中存在大量的局部振

型，这些局部振型质量参与系数非常小，对分析贡献几乎为 0。 



 

 

 

  

图 7 基于特征值向量法的结构局部振型与质量参与系数 

相比于特征值向量法，基于力的 RITZ 向量模态则可以考虑动力荷载的空间分布，与荷载无关的模态将不会被激发出来。

如图 7 所示的结构，当采用 RITZ 向量法计算时，采用 30 个模态即可得到足够的质量参与系数，并且会过滤掉很多局部振型，

各振型的质量参与系数会更高，如图 8 所示。 

 

图 8 基于 RITZ 向量法的结构振型与质量参与系数 

为能够更好的描述非线性力，需要特别考虑荷载模式“LINK”，如图 9 所示，这是至关重要的。“LINK”荷载模式会以图

4 的模式施加于结构中，并且每一个非线性连接单元自由度均会产生一对等大反向的力，这些力形成的 RITZ 向量会生成与非

线性力相关的模态，如图 10 所示，这些模态常常是与连接单元相关的局部振型。这些振型用于表达非线性力是非常有效的，

但是如果使用特征值向量描述非线性力则需要非常多的模态数量。同时我们还需要注意的是，这些“LINK”荷载产生的向量

通常频率较高，由于 RITZ 向量有具备高模态截断时的静力修正，所以使用 1~2 代 RITZ 向量即可得到非常精确的结果。关于

静力修正以及循环代数的内容，可参考技术通讯文章《模态分析的实现与常见问题》1.1 节的内容。 

 

图 9  典型的 RITZ 向量定义 

https://www.cisec.cn/kindeditor/attached/file/20240407/20240407113216_9949.pdf


 

 

 

图 10 基于“LINK”荷载的相关模态 

由上可知，当使用 FNA 法进行分析时，应采用 RITZ 向量模态法，RITZ 向量模态的具体设置如图 9 所示，其中，荷载模

式“加速度”用于描述地震作用，如果仅考虑单向或双向地震时，只需添加 UX 和 UY 两个方向，如果需要考虑三向地震作

用，则需要添加 UX、UY 和 UZ 三个方向，最大循环数可按默认取为 0；荷载模式“Link”用于描述非线性力，对于 FNA 法，

此项是必填项，这可以用少量的模态很好的模拟非线性力，程序只考虑连接单元非线性自由度的非线性力，此选项不会作用

于线性连接单元；荷载模式“DEAD”和“LIVE”用于描述初始重力工况，由于初始重力工况没有动力效应，最大循环数取

为 1 即可，如果分析中不考虑初始重力工况，可不添加这两个荷载模式。 

针对第二个问题，威尔逊教授提出使用荷载参与系数来评估是否有足够的模态数量来近似描述任意荷载。关于荷载参与

系数的具体定义可参考文献[2]，本文在此不做赘述。荷载参与系数分为静力荷载参与系数与动力荷载参与系数，一般要求静

力荷载参与系数达到 100%，动力荷载参与系数尽可能高，程序可输出荷载参与系数。RITZ 向量模态在满足模态数量大于荷

载向量数的情况下，是自动满足静力荷载参与系数达到 100%，同时，RITZ 向量模态有静力修正的效果，而且 Link 激发的模

态通常为局部模态且为高阶模态，所以一般只使用一个 RITZ 向量模拟就有足够精度，所以对于 LINK 的动力荷载参与系数可

不做要求，但不可为 0，对加速度荷载的动力荷载参与系数建议达到 90%，威尔逊教授推荐达到 95%以上。按以上原则，对

于一个以“层”为主的建筑结构，推荐的模态数量估算值为： 

𝑁 ≥ 3 ∙ 𝑁𝑆 + 𝑁𝐿𝑖𝑛𝑘−𝑁𝐿 +𝑁𝐿𝑜𝑎𝑑 

其中，Ns——结构的楼层数；3·Ns 用于计算地震作用相关模态，此值可适当调整。 

Nlink-NL——连接单元的非线性自由度数，用于计算非线性力相关模态，仅考虑每个非线性连接单元为一个 RITZ 向量。 

Nload——荷载数，通常指荷载模式 DEAD 和 LIVE，所以一般取为 2。 

应该注意的是，《CSI 分析参考手册》中专门提到，RITZ 向量模态的数量没有一个可以应用于所有情况的简单准则，用户

应依据自己的工程判断确定所需的模态数量。一个实用的做法是增加模态数量，并观察结构响应是否有明显的变化，如果变

化明显，则继续增加模态数量，直至结构响应不再随模态数量变化而显著变化。在减隔震分析中，上面的推荐公式在大部分

情况是适用的。 

2. 算例 

现通过一个减震结构算例，对比一下模态求解方法（特征值向量与 RITZ 向量）和模态设置对分析结果的影响。模型如图

11 所示，结构为框剪结构，共 5 层，每层 X 和 Y 方向各布置 2 套黏滞阻尼器。地震波采用的是人工波，如图 12 所示。现采

用 FNA 法对模型进行分析，分析中采用三种方法： 

方法一：使用特征值向量法，模态数量为 80 个， 

方法二：使用 RITZ 向量法，模态定义如图 11 所示，模态数量为 80 个， 

方法三，使用 RITZ 向量法，模态定义同模型二，但 RITZ 向量荷载模式中不包含 LINK，模态数量为 80 个。 



 

 

  

        图 11 结构模型 3D 视图                                    图 12 输入地震动 

 

计算结果如下图所示： 

   

图 13 结构累计能量图（左图为方法一，中图为方法二，右图为方法三） 

 

图 14 典型连接单元滞回曲线（左图为方法一，中图为方法二，右图为方法三） 

从图中可以看出，方法一与方法三的阻尼器耗能情况是基本相当的，如果 RITZ 向量中不包含荷载模式“LINK”，那么

RITZ 向量法的结果并不会明显优于特征值向量法。方法二的阻尼器耗能明显小于其他两种方法，阻尼器出力相差不多，但是

阻尼器变形减少了很多。这与很多用户的经验是相符的，即：当结构中存在黏滞阻尼器时，FNA 法如果使用特征值向量模态

时，计算附加阻尼比会严重偏高。而造成三种方法之间差异的原因，仍然是阻尼器的非线性力是否得到了准确描述，显然方

法一和方法三未能准确描述，而方法二则可以。 

那么为何方法一和方法三未能准确描述非线性力呢？其中一个重要的原因是粘滞阻尼器为速度型阻尼器，有效刚度一般

取为 0，这会造成当特征值模态数量较少时，模态形状不能体现与阻尼器相连的支撑的变形，进而导致阻尼器对周边构件的

影响可能会被忽略，而在 RITZ 模态中则可以体现出受阻尼器影响导致支撑构件的变形，如图 15 所示。 



 

 

 

图 15 典型模态变形图（左图为特征值模态，右图为 RITZ 向量模态） 

为证明上述观点，我们观察了方法一与方法二中，支撑两端端点的水平变形，以及支撑的轴向力，如图 16 和图 17 所示。

可以发现对于方法一，支撑两端的端点变形基本相同，轴力也几乎为 0，而方法二支撑两端的端点变形差异很大，轴力也比较

正常。这说明方法一没能正确的考虑阻尼器对周边构件的影响，致使支撑构件无变形，进而高估阻尼器的变形。 

 

 

图 16 支撑端点的水平变形（上图为方法一，下图为方法二） 



 

 

 

图 17 支撑构件轴力图（左图为方法一，右图为方法二） 

由上可知，进行 FNA 法分析时，应采用考虑“LINK”荷载模式的 RITZ 向量，这种方法可以使用少量的模态数得到足够

精确的结果，而使用特征值向量法或不考虑“LINK”荷载模式的 RITZ 向量则无法准确的模拟连接单元的非线性力，致使分

析结果不准确。 

5. 小结 

本文介绍 FNA 法的基本原理，并详述了准确表达非线性力的必要性。SAP2000 和 ETABS 可以通过考虑连接单元非线性

力的 RITZ 向量模态和足够数量的模态数量，保证分析具有足够的计算精度，同时又有非常快的计算速度。 
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